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TÓM TẮT 
Bài báo trình bày mô hình hóa và phân tích dao động của cơ cấu máy 
bào ngang khi xét đến tính đàn hồi của thanh truyền theo cả phương 
dọc và uốn. Mô hình động lực học được thiết lập bằng phương trình 
Lagrange dạng nhân tử, trong đó biến dạng được xấp xỉ bằng phương 
pháp Ritz-Galerkin. Hệ phương trình vi phân-đại số được giải số cho hai 
trường hợp: cơ cấu rắn và cơ cấu đàn hồi. Kết quả cho thấy mô hình đề 
xuất phù hợp với phương pháp Newton-Euler trong trường hợp rắn. Khi 
xét đến đàn hồi, xuất hiện dao động chồng lên chuyển động chính, gây 
sai lệch rõ rệt tại các vùng đảo chiều. Dao động uốn chiếm ưu thế và 
ảnh hưởng đáng kể đến đặc tính động lực học của cơ cấu. 
Từ khóa: Dao động tuần hoàn; máy bào ngang; khâu đàn hồi; phương 
pháp nhân tử Lagrange. 
 
ABSTRACT 
This paper presents the modeling and vibration analysis of a quick-return 
(horizontal planer-type) mechanism considering both longitudinal and 
transverse elasticity of the connecting rod. The dynamic model is 
formulated using Lagrange equations with multipliers, and elastic 
deformations are approximated via the Ritz - Galerkin method. The 
resulting differential-algebraic equations are solved for both rigid and 
flexible cases. The results show good agreement with the Newton-Euler 
method in the rigid case. When flexibility is included, additional 
oscillations appear, causing noticeable deviations, especially near stroke 
reversal positions. Transverse vibrations dominate and significantly 
affect the dynamic behavior of the mechanism. 
Keywords: Periodic oscillation; quick-return mechanism; elastic 
link; lagrange multiplier method. 

1. ĐẶT VẤN ĐỀ 
Trong các hệ thống máy công cụ, việc biến đổi chuyển động 

quay thành chuyển động tịnh tiến không đối xứng đóng vai trò 
quan trọng trong việc nâng cao năng suất gia công. Một trong 
những cơ cấu điển hình là cơ cấu máy bào ngang (quick-return 
mechanism), trong đó hành trình làm việc và hành trình hồi có thời 
gian khác nhau, cho phép rút ngắn chu kỳ gia công và tăng hiệu quả 
làm việc của máy. Nhờ đặc tính này, cơ cấu quick-return được ứng 
dụng rộng rãi trong các máy bào, máy cưa và các thiết bị gia công 
có tải trọng không đối xứng [1]. 

Trong các mô hình truyền thống, các khâu của cơ cấu thường 
được giả thiết là vật rắn tuyệt đối nhằm đơn giản hóa bài toán phân 
tích. Tuy nhiên, cùng với xu hướng thiết kế cơ cấu theo hướng nhẹ 
và làm việc ở tốc độ cao, các khâu trở nên mảnh hơn, dẫn đến sự 
xuất hiện đáng kể của biến dạng đàn hồi. Nhiều nghiên cứu đã chỉ 
ra rằng biến dạng đàn hồi có thể gây rung động, làm tăng phản lực 
tại các khớp và làm suy giảm độ chính xác làm việc của cơ cấu [2]. 
Do đó, việc xây dựng mô hình động lực học có xét đến tính đàn hồi 
của các khâu là cần thiết để phản ánh chính xác đặc tính làm việc 
của hệ. 

Đối với cơ cấu máy bào ngang, việc xét đến khâu đàn hồi làm 
xuất hiện các đặc trưng động lực học phức tạp. Beale và Scott [3] đã 
nghiên cứu cơ cấu quick-return với thanh truyền đàn hồi được mô 
hình hóa như một dầm Euler-Bernoulli và thiết lập phương trình 
chuyển động bằng nguyên lý Hamilton. Kết quả cho thấy chuyển 
động quay của tay quay tạo ra các hệ số biến thiên theo thời gian 
trong phương trình động lực học, từ đó có thể dẫn đến dao động 
tham số và các vùng mất ổn định động lực học. Điều này cho thấy 
rằng ngay cả trong điều kiện kích thích đơn giản, hệ vẫn có thể xuất 
hiện các đáp ứng động lực học phi tuyến phức tạp. 

Trong khuôn khổ động lực học hệ nhiều vật, các cơ cấu có khâu 
đàn hồi thường được mô tả bằng phương trình Lagrange với nhân 
tử ràng buộc, dẫn đến hệ phương trình vi phân - đại số phi tuyến [4], 
[5]. Để biểu diễn biến dạng đàn hồi, các phương pháp xấp xỉ như 
Ritz - Galerkin hoặc phần tử hữu hạn được sử dụng nhằm rời rạc hóa 
bài toán liên tục thành hệ hữu hạn bậc tự do [6] - [9]. Các phương 
pháp này đã được áp dụng hiệu quả trong phân tích các cơ cấu 
nhiều khâu phức tạp, chẳng hạn như cơ cấu sáu khâu có thanh nối 
đàn hồi, nhằm đánh giá ảnh hưởng của biến dạng đến độ chính xác 
chuyển động và đặc tính động lực học của hệ [2], [10], [11]. 
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Bên cạnh đó, bài toán điều khiển các cơ cấu đàn hồi cũng nhận 
được nhiều sự quan tâm. Các phương pháp điều khiển cổ điển như 
PD/PID được sử dụng rộng rãi do tính đơn giản và dễ triển khai, tuy 
nhiên hiệu quả hạn chế trong việc triệt tiêu dao động đàn hồi [13], 
[15]. Các nghiên cứu trong lĩnh vực robot đàn hồi cho thấy sự tương 
tác giữa chuyển động lớn và dao động đàn hồi làm cho bài toán điều 
khiển trở nên phức tạp hơn đáng kể [16] -[18]. Ngoài ra, từ góc độ lý 
thuyết dao động phi tuyến, các hệ có tham số biến thiên theo thời 
gian có thể xuất hiện cộng hưởng tham số và các hiện tượng mất 
ổn định, đòi hỏi các phương pháp phân tích chuyên sâu [19], [20]. 

Mặc dù đã có nhiều công trình nghiên cứu liên quan, vẫn tồn tại 
một số hạn chế đáng kể. Thứ nhất, phần lớn các nghiên cứu tập 
trung vào các cơ cấu đơn giản hoặc giả thiết biến dạng nhỏ, chưa 
phản ánh đầy đủ đặc tính động lực học của các cơ cấu làm việc ở tốc 
độ cao. Thứ hai, các nghiên cứu về ổn định động lực học và dao động 
tham số trong cơ cấu máy bào ngang còn hạn chế, đặc biệt khi xét 
đến sự tương tác giữa chuyển động cưỡng bức và biến dạng đàn 
hồi. Ngoài ra, việc tích hợp giữa mô hình động lực học phi tuyến và 
thiết kế điều khiển nhằm giảm rung vẫn chưa được nghiên cứu một 
cách hệ thống. 

Xuất phát từ những vấn đề trên, bài báo này tập trung xây dựng 
mô hình động lực học phi tuyến của cơ cấu máy bào ngang có xét 
đến tính đàn hồi của khâu truyền động. Phương pháp Lagrange kết 
hợp với kỹ thuật xấp xỉ dạng được sử dụng để thiết lập hệ phương 
trình chuyển động. Trên cơ sở mô hình thu được, các phân tích số 
được thực hiện nhằm đánh giá ảnh hưởng của biến dạng đến sai 
lệch động học, trễ chuyển động của cơ cấu. 

 
2. MÔ HÌNH CƠ HỌC VÀ MÔ HÌNH ĐỘNG LỰC HỌC 
Máy bào ngang có sơ đồ như Hình 1. Cơ cấu gồm các khâu: Khâu 

1 là thanh O1A được coi như vật rắn, O1A có chiều dài l1, khối lượng 
m1, khối tâm C1 nằm trên thanh O1C1 = a1, mômen quán tính IO1, chịu 
tác dụng của mômen phát động τ; khâu 2 là cần lắc O2B, coi như vật 
rắn, chiều dài l2, khối lượng m2, khối tâm C2, O2C2 = a2, mômen quán 
tính IO2; khâu 3 là thanh truyền BC, là thanh đàn hồi, khối lượng m3, 
chiều dài l3, phân bố khối lượng trên một đơn vị chiều dài là μ = m3/l3. 
Khâu 4 là con trượt A, được coi là khối lượng m4; Khâu 5 là con trượt 
C, có gắn khâu chấp hành (mũi cắt, bàn ép), coi như khối lượng m5. 
Lực cắt F tác dụng vào con trượt C. Giả thiết: thanh BC là thẳng, trục 
thanh trùng với trục trung hòa trước khi biến dạng; bỏ qua ma sát 
trượt của con trượt 4 và cần lắc 3, bỏ qua ma sát các ổ trục. Kích 
thước O1O2 = l0. 

 
Hình 1. Sơ đồ cơ cấu máy bào ngang 

 
Hình 2. Thanh truyền đàn hồi 
Chọn hệ trục tọa độ cố định O2x0y0, O2x0 phương ngang, O2y0 

phương đứng, các véctơ đơn vị của hệ trục là (0)
1e , (0)

2e ; hệ tọa độ 

tương đối Bxy gắn vào BC với Bx ≡ BC, các véctơ đơn vị của hệ trục 
là 1e , 2e . Gọi u, w là biến dạng dọc tương đối và biến dạng uốn 

tương đối của điểm M trên thanh đàn hồi BC (Hình 2). Điều kiện biên 
của biến dạng uốn và dọc tại hai đầu bản lề:  

( ) ( )30,   ,   0w t w l t= =   (1) 

( ) ( )30,   0, ,   Cu t u l t u= =   (2) 

Ta có vị trí các khâu: 
( )(0) (0)

1 1 1 0 1 1 2cos sinAr l e l l eφ φ= + +
  

   (3) 
(0) (0)

2 2 1 2 2 2cos sinBr l e l eφ φ= +
  

   (4) 

( ) 1 2.M Br r x u e w e= + + +
   

    (5) 

Phương trình liên kết của cơ cấu có cấu trúc mạch vòng: như 
Hình 1, ta có hai phương trình liên kết: 

( )
( )

1 1 1 2 0 2

2 2 2 3 3

sin cos 0

sin sin 0C

f l l

f l l u L

φ φ φ

φ φ

= − + =

= + + − =
      (6) 

Động năng của hệ: 
 1 2      O A O B BC A CT T T T T T= + + + +   (7) 

trong đó: 
1 1

2
1

1
2O A OT I φ=  ; 

2 2

2
2

1
2O B OT I φ=  ;  

2 2 2
4 4 1 1

1 1
2 2A AT m v m l φ= =  ; 2

5
1
2C CT m v=  

Động năng thanh đàn hồi BC. Áp dụng lý thuyết dầm Euler-
Bernoulli cho thanh đàn hồi, động năng của thanh có dạng:

( )( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

32
22 2 2 2 2 2 2

1 2 2 3
0 0

2 2 3 2 3

2 2 2 3 2 2 3 2 3

2 2 2 3 3 3

1 1
2 2

2 cos

2 sin 2 sin

2 cos 2 2

ll

BC MT r dx l u w x u w

l x u

l u l w

l w x u w wu dx

µ µ φ φ

φ φ φ φ

φ φ φ φ φ φ φ

φ φ φ φ φ

= = + + + + + +

+ + − −

− − + − +

+ − + + − 

∫ ∫


  

 

 

  



  

  

 (8) 

 Thế năng biến dạng:   
3 3

22 2

2
0 0

1 1
2 2

l lu wEA dx EI dx
x x

 ∂ ∂ Π = +   ∂ ∂   
∫ ∫  (9) 

Giả thiết biến dạng là nhỏ, các chuyển vị uốn không ảnh hưởng đến 
chuyển vị dọc và ngược lại. Sử dụng phương pháp khai triển theo các 
dạng riêng (Ritz-Galerkin), dao động uốn và dao động dọc có dạng: 

1

1
( , ) ( ). ( )

N

i i
i

w x t X x q t
=

= ∑ ;
2

1
( , ) ( ). ( )

N

k k
k

u x t Y x p t
=

= ∑  (10) 

trong đó: qi, pk là các tọa độ đàn hồi; Xi, Yk là các hàm dạng riêng 
của dầm hai đầu bản lề [4], [13]: 

3

sini
iX x
l
π 

=  
 

,   
3

2 1( ) sin
2k

k xY x
l
π −

=  
 

  (11) 

Gọi ηj là các tọa độ suy rộng trong đó bao gồm tọa độ các khâu 
rắn 1 2 3, ,φ φ φ và tọa độ dạng riêng của khâu đàn hồi ,i kq p :  

21 2 3 1 2 1 1 2... ...
T

N Nq q q p p pφ φ φ =  s  

Phương trình Lagrange dạng nhân tử viết cho hệ hôlônôm 

2

1 2
1

  1,2, 3,

j j

k
k j

kj j

d T T
dt s s

f Q
s

j N N
s

λ
=

 ∂ ∂
− =  ∂ ∂ 
 ∂Π ∂

= − − +  ∂
= … +

∂
+

 
∑



,  (12) 

với λ1,  λ2 là các nhân tử Lagrange, Qj là lực suy rộng không có 
thế ứng với tọa độ suy rộng ηj, tính được:  
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1
Qφ τ= ;   

2 2 2sinQ Flφ φ= ;   

2

3 3 3
1

. sin
N

k k
k

Q F l pφ α φ
=

 
= + 

 
∑ ;   

3cos
kp kQ Fα φ= − ; 0

iqQ =   (13) 

Thay các biểu thức từ (7) đến (11) và (13) vào phương trình (12) 
ta thu được phương trình dao động lực học mô ta chuyển động của 
cơ cấu có dạng: 

Φ λ 1( ) ( ) ( , )T
s t+ =M s s s p s,s     (14) 

( ) 0=f s    (15) 

trong đó M(s) là ma trận khối lượng, Φs là ma trận Jacobi ràng 
buộc, f(s) là phương trình liên kết (6) viết lại dạng véc tơ f = [f1   f2]T. 

Hệ phương trình thu được là hệ vi phân – đại số, dạng tường 
minh của phương trình xem ở phần Phụ lục.  

 
3. TÍNH TOÁN ĐỘNG LỰC HỌC CƠ CẤU MÁY BÀO NGANG 
3.1. Tính toán dao động so sánh động lực học cơ cấu rắn 
Cho các tọa độ biến dạng bằng 0 ở phương trình (14) và (15) ta 

có các phương trình viết cho cơ cấu rắn.  
Thông số và điều kiện đầu: Thông số cơ cấu được cho như [12], 

đây là cơ cấu máy bào ngang loại nhỏ:  l2 = 8 cm, l0 =4 cm, l1 = 2 cm, 
l3 = 3 cm, L = 8 cm, m1 = 0,049 (kg), m2 = 0,198 (kg), m3 = 0,074 (kg), 
m4 = 0,015 (kg), m5 = 0,15 kg, IO1 = 2,881x10-6 kgm2, IO2 = 1,103x10-4 
kgm2. Mô men đặt vào khâu dẫn được chọn là 10,1(10 ) Nmτ ϕ= −  . 

Cần chú ý rằng mômen này sẽ giữ cho khâu dẫn quay gần như đều 
(với vận tốc quanh 10 rad/s). Kết quả tính toán được so sánh với 
phương pháp Newton-Euler trong tài liệu [53]. Trong tài liệu [53] 
này, bằng phương pháp Newton-Euler tác giả đã thiết lập được 
phương trình động lực học cho cơ cấu với 42 phương trình vi phân 
đại số (so với nghiên cứu này là 5 phương trình vi phân-đại số). 
Thông số cơ cấu và các điều kiện hoàn toàn tương tự nhau. 

 

 
a) Nghiên cứu này b) Tài liệu [12] 

Hình 3. Góc quay của khâu dẫn O1A 
 

 
a) Nghiên cứu này b) Tài liệu [12] 

Hình 4. Góc quay thanh truyền BC 

 
a) Nghiên cứu này b) Tài liệu [12] 

Hình 5. Góc quay thanh truyền BC 

 
a) Nghiên cứu này b) Tài liệu [12] 

Hình 6. Hành trình chạy bàn dao 
Nhận xét 1: Kết quả so sánh trên các Hình 3-6 cho thấy đáp ứng 

động học của cơ cấu thu được bằng phương pháp Lagrange dạng 
nhân tử trùng khớp rất tốt với kết quả từ phương pháp Newton-
Euler trong tài liệu [12]. Cụ thể, các đại lượng đặc trưng như góc 
quay khâu dẫn Hình 3, góc quay thanh truyền Hình 4 và Hình 5 và 
hành trình bàn dao Hình 6 đều có dạng biến thiên tuần hoàn, biên 
độ và pha gần như trùng nhau giữa hai phương pháp. Điểm đáng 
chú ý là sai khác giữa hai kết quả là không đáng kể trong toàn bộ 
chu kỳ chuyển động, đặc biệt tại các vùng có biến thiên nhanh (gần 
điểm đảo chiều của hành trình), nơi thường nhạy cảm với sai số mô 
hình. Điều này chứng tỏ rằng mô hình thiết lập bằng phương pháp 
Lagrange không chỉ đảm bảo tính đúng đắn về mặt lý thuyết mà 
còn có độ ổn định số cao. Ngoài ra, việc giảm số phương trình từ hệ 
lớn (42 phương trình trong [12]) xuống hệ gọn hơn (5 phương trình 
vi phân-đại số) nhưng vẫn giữ được độ chính xác tương đương là 
một ưu điểm nổi bật. Điều này cho thấy cách tiếp cận bằng tọa độ 
suy rộng kết hợp với nhân tử Lagrange là hiệu quả cho bài toán cơ 
cấu có ràng buộc, đặc biệt trong việc giảm độ phức tạp tính toán mà 
không làm suy giảm độ tin cậy của kết quả.        

3.2. Tính toán dao động tuần hoàn của cơ cấu đàn hồi 
Trường hợp sử dụng 3 dạng riêng đầu của biến dạng, tức  (10), 

(11) có N1 = N2 = 3 (3 tần số đầu của dao động đàn hồi). 
Chọn điều kiện đầu cho cơ cấu: Biến dạng ban đầu được chọn 

các (0) (0) 0i kq p= = , và vận tốc của nó (0) (0) 0i kq p= =  . Điều kiện 

đầu được chọn cũng tương tự như cơ cấu rắn là góc khâu dẫn φ10 = 

0, vận tốc góc khâu dẫn 
10

0φ = . Thay điều kiện đầu vào phương 

trình liên kết ta giải được các góc ban đầu 20 87,09 (1,520 )o radϕ = ,

30 0,05901 (0,00103 )o radϕ =  

Thông số: l2 = 1 m, l0 = 0,59997 m, l1 = 2 cm, l1/l0 = 0,1,  l3 = 1,2 m, 
L = 1 m, m1 = 0,04290 (kg), m2 = 7,15 (kg), μ = 7,15kg/m, bxh = 
0,05x0,05 m, m5 = 0,15 kg, E = 0,7x1011 N/m2, I = 0,5208 x10-6 m4.  

Mô phỏng tính toán số: Để mô phỏng một mômen được đặt vào 
khâu dẫn dưới dạng: 
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0 sin(2 / )
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τ π

τ
≤

=  ≥
      (16) 

với τ0 là biên độ, Tm là chu kỳ của mô men phát động. Tính toán 
trong trường hợp cơ cấu thanh truyền đàn hồi tiến hành song song 
với trường hợp cơ cấu rắn. Thông số cơ cấu và momen được chọn 
hoàn toàn tương tự nhau. Trường hợp biên độ momen phát động τ0 
= 0.2 Nm, chu kỳ Tm = 1s, ta có đáp ứng động lực học như trên Hình 
7 - 11: 

 
Hình 7. Hành trình bàn dao 
…. cơ cấu rắn,  ____ cơ cấu đàn hồi 

 
Hình 8. Góc khâu dẫn OA 
…cơ cấu rắn, __ cơ cấu đàn hồi 

 
Hình 9. Góc thanh truyền BC 
…cơ cấu rắn, __ cơ cấu đàn hồi 

 
Hình 10. Chuyển vị uốn tại điểm giữa thanh truyền đàn hồi 

 
Hình 11. Chuyển vị dọc của thanh truyền đàn hồi 
 
Nhận xét 2: Các kết quả trên Hình 7 - 11 cho thấy sự khác biệt rõ 

rệt giữa cơ cấu rắn và cơ cấu có khâu đàn hồi, thể hiện qua cả đáp 
ứng động học tổng thể và biến dạng cục bộ của thanh truyền. Trước 
hết, trên Hình 7 (hành trình bàn dao), quỹ đạo của cơ cấu đàn hồi 
vẫn giữ được dạng tuần hoàn giống cơ cấu rắn, tuy nhiên xuất hiện 
các dao động nhỏ chồng lên chuyển động chính. Biên độ sai lệch 
tăng lên rõ rệt tại các vùng chuyển tiếp giữa hành trình làm việc và 
hành trình hồi, cho thấy ảnh hưởng của biến dạng đàn hồi là đáng 
kể trong các pha có gia tốc lớn. Trên Hình 8 và Hình 9, góc quay của 
khâu dẫn và thanh truyền trong trường hợp đàn hồi có xu hướng 
lệch pha nhẹ so với cơ cấu rắn, đồng thời xuất hiện dao động cao 
tần. Đặc biệt, Hình 10 và Hình 11 cung cấp cái nhìn rõ ràng về bản 
chất đàn hồi của hệ. Chuyển vị uốn tại điểm giữa thanh truyền Hình 
10 dao động tuần hoàn với biên độ đáng kể. Trong khi đó, chuyển vị 
dọc Hình 11 có biên độ nhỏ hơn nhưng vẫn thể hiện rõ tính tuần 
hoàn, chứng tỏ dao động dọc và uốn cùng tồn tại. 

Tổng thể, kết quả cho thấy biến dạng đàn hồi không chỉ ảnh 
hưởng đến chuyển vị cục bộ mà còn gây sai lệch đáng kể trong 
chuyển động tổng thể của cơ cấu. Sai lệch này mang tính chu kỳ và 
có xu hướng tích lũy theo thời gian, do đó không thể bỏ qua trong 
các bài toán thiết kế chính xác hoặc điều khiển cơ cấu máy bào 
ngang. 

 
4. KẾT LUẬN  
Bài báo đã xây dựng mô hình động lực học phi tuyến của cơ cấu 

máy bào ngang có xét đến tính đàn hồi của thanh truyền theo cả 
phương dọc và uốn trên cơ sở phương trình Lagrange dạng nhân tử 
kết hợp với phương pháp Ritz-Galerkin. Hệ phương trình vi phân-
đại số thu được cho phép mô tả đầy đủ sự tương tác giữa chuyển 
động cứng và biến dạng đàn hồi của cơ cấu. 

Kết quả tính toán cho thấy mô hình đề xuất cho độ chính xác 
cao khi so sánh với phương pháp Newton-Euler trong trường hợp 
cơ cấu rắn, đồng thời giúp giảm đáng kể số lượng phương trình cần 
giải. Khi xét đến tính đàn hồi, xuất hiện dao động chồng lên chuyển 
động chính, gây sai lệch đáng kể về chuyển vị và góc quay, đặc biệt 
tại các vùng đảo chiều. Dao động uốn chiếm ưu thế so với dao động 
dọc và có xu hướng bị kích thích mạnh bởi chuyển động tuần hoàn 
của hệ, cho thấy khả năng xuất hiện các hiệu ứng dao động tham 
số. 

Các kết quả cũng chỉ ra rằng trong điều kiện làm việc với tốc độ 
thấp hoặc tải trọng nhỏ, ảnh hưởng của biến dạng đàn hồi có thể 
bỏ qua. Tuy nhiên, khi tốc độ hoặc kích thích tăng, biến dạng trở nên 
đáng kể và cần được xét đến trong quá trình phân tích, thiết kế và 
điều khiển nhằm đảm bảo độ chính xác và ổn định của cơ cấu. 

Nghiên cứu này cung cấp cơ sở cho các bài toán mở rộng như 
tối ưu hóa thiết kế, phân tích ổn định động lực học và phát triển các 
phương pháp điều khiển giảm rung cho cơ cấu máy bào ngang 
trong điều kiện làm việc thực tế. 
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PHỤ LỤC 
*) Phương trình viết cho tọa độ suy rộng 1φ , ta có : 
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*) Phương trình viết cho tọa độ suy rộng qi:
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*) Phương trình viết cho tọa độ suy rộng pk
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