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TOM TAT

Bai bao trinh bay nghién ctvu vé mang no-ron tich hop théng tin vat ly (Physics-Informed
Neural Networks - PINNs) va kha nang &ng dung clia phwong phap nay trong bai toan
dan nhiét cia vat liéu ddng nhat trong khéng gian hai chiéu. M6 hinh PINNs dwoc xay
dwng nham xac dinh trwéng nhiét d6 va trwéng dong nhiét trong mién khao sat dwa trén
cac phuwong trinh chi phéi ctia qua trinh dan nhiét. Két qua thu dwoc tir phwong phap
PINNs dwoc so sanh véi két qua tinh toan bang phwong phap phan t& hiru han (Finite
Element Method - FEM) nham danh gia do chinh xac va dé tin cay cia mé hinh. Két qua
nghién ctru cho thy phwong phap PINNs cé kha nang tai hién tét phan bd nhiét do va
dong nhiét, déng thei cho két qua phu hop véi phwong phap FEM.

T khéa: Mang no-ron tich hop théng tin vat ly; dan nhiét; trwéng nhiét do; trwdng dong
nhiét; phuwong phap sé.

ABSTRACT

This paper presents a study on Physics-Informed Neural Networks (PINNs) and their
application to heat conduction problems in homogeneous materials in a two-dimensional
domain. The PINNs model is developed to determine the temperature field and heat flux
distribution in the computational domain based on the governing equations of heat
conduction. The results obtained from the PINNs approach are compared with those
computed using the Finite Element Method (FEM) in order to evaluate the accuracy and
reliability of the model. The results demonstrate that the PINNs method can effectively



reproduce the temperature distribution and heat flux, showing good agreement with the
FEM results.

Keywords: Physics-Informed Neural Networks; conduction; temperature field; flux field;
finite element method.

1. DAT VAN DE

Dan nhiét |a mdt trong nhirng co ché truyén nhiét co ban, déng vai trd quan trong
trong nhiéu linh vire k§ thuat nhw ky thuat vat liéu, co hoc nhiét, ndng lvong va thiét ké
cac két cau chiu nhiét. Viéc xac dinh chinh xac phan bd nhiét d6 va dong nhiét trong vat
liéu la co s& quan trong dé danh gia hiéu suét lam viéc, dd bén nhiét cling nhw d6 tin cay
cla cac hé vat liéu trong nhirng diéu kién van hanh khac nhau.

Trong céac bai toan dan nhiét cb dién, ‘phuong trinh Fourier thudng dwgc str dung
dé md ta qua trinh dan nhiét trong vat liéu rdn. Di v&i cac vat liéu ddng nhéat va hinh hoc
don gian, bai toan dan nhiét cé thé dwoc gidi bang cac phwong phap gidi tich, cho phép
thu dwoc nghiém chinh xac va déng vai trd quan trong trong viéc kiém chirng cac mé
hinh sb. Tuy nhién, khi hinh hoc clia bai toan tr& nén phirc tap hodc khi vat liéu cé cau
tric dj thé, da pha v&i sy chénh 1&ch I6n vé hé sé dan nhiét gitra cac pha, viéc tim nghiém
gidi tich thwong khdng con kha thi.

Hién nay, phwong phap phan ter hiru han (Finite Element Method - FEM) la mét
trong nhirng cong cu so pho bién nhéat dé giai cac bai toan dan nhiét trong vat liéu, cé
thé ké& dén nhiéu nghién ctru tiéu biéu [1-4]. M&c du FEM cho dé chinh xac cao, phwong
phap nay van ton tai mot sé han ché. Cu thé, két qua tinh toan phu thuéc manh vao
chat lwong lwdi, d&c biét tai cac vung giao dién gilra cac pha cta vat liéu nhiéu pha.
Bén canh d6, chi phi tinh toan co thé tdng dang ké khi can st dung lwéi tinh dé mo ta
chinh xac trwdng nhiét d6 va dong nhiét. Viéc xt& ly cac diéu kién lién tuc tai bé mat
phan pha ciing cé thé gap kho khan dbi véi cac hinh hoc cbt phirc tap hodc trong cac
bai toan da quy mé.

Trong nhirng ndm gan day, mang no-ron tich hop thong tin vat ly (Physics-Informed
Neural Networks - PINNs) da néi Ién nhw mét hwéng tiép can méi day tiém nang trong
viéc gidi cac phwong trinh vi phan riéng phan. Khac véi cac md hinh hoc may thuan div
liéu, PINNs tich hop trwc tiép cac dinh luat vat ly chi phéi, cac diéu kién bién va diéu kién
giao dién vao ham mat mat ctia mang no-ron. Nh& dé, nghiém thu dwoc khéng chi phu
hop v&i dir liéu (néu c6) ma con thda man cac rang budc vat ly cia bai toan [5-8].

Viéc (rng dung PINNSs cho bai toan dan nhiét mang lai nhiéu loi thé dang cha y. The
nhét, PINNs cho phép mé hinh hoéa trwdng nhiét dé va dong nhiét ma khéng phu thuéc
vao lwdi tinh toan, tlr d6 gidm dang ké dd phirc tap trong viéc x( ly hinh hoc va giao dién
pha. Thir hai, cac diéu kién lién tuc vé nhiét dd va dong nhiét tai bé mat phan pha trong
vat liéu composite cé thé dwoc tich hop mét cach tw nhién vao ham méat mat ctia mé
hinh, thay vi phai xt ly gian tiép théng qua ky thuat chia lwdi tinh nhw trong FEM. Ngoai
ra, PINNs con thé hién tiém nang trong viéc mé réng cho cac bai toan dan nhiét phirc
tap hon, chdng han nhw bai toan khéng 6n dinh, vat liéu c6 tinh chéat bién thién theo
khéng gian hoac cac bai toan da vat ly.

Trong nghién ctru nay, phuwong phap PINNs dwoc ap dung dé gidi bai toan dan
nhiét ctia vat lieu déng nhét trong khdng gian hai chiéu. Cu thé, mé hinh PINNs duwoc
xéy dung nham xac dinh trudng nhiét d va trwong dong nhiét trong mién khao sat. Két
qua thu duoc tr phwong phap PINNs dwoc so sanh voi két qua tinh toan béng phuong
phap phan t¢ hiru han (FEM) nham danh gia dod chinh xac va dé tin cay cta phuwong
phap dé xuét.



2. LY THUYET BAI TOAN DAN NHIET

Xét bai toan dan nhiét 6n dinh trong vat liéu dong nhéat trong mién hai chiéu Q. Qua
trinh dan nhiét trong vat liéu dwoc mo ta b&i phwong trinh Fourier dwéi dang phwong
trinh vi phan riéng phan:

V-(kVT)=0 trong Q (1)
Trong do:
T(x,y) la truong nhiét do, k 1a hé sb dan nhiét cda vat liéu, dwoc gia thiét 1a hang
sb dbi v&i vat lieu ddng nhét.
Khi hé s& dan nhiét khdng ddi, phwong trinh trén co thé viét lai dwéi dang phuong
trinh Laplace:

2 2
T T
6—2 + 8—2 = O (2)
oX= oy
Trwdng dong nhiét trong vat liéu dwoc xac dinh theo dinh luat Fourier:
q=-kVT (3)
Trong d6: q = (0,0 ) & véc to dong nhiét véi
oT oT
=-k—, =-k— 4
Ox o d o (4)

Dé giai quyét bai toan dan nhiét can thiét 1ap cac diéu kién bién thich hop trén bién
cﬂg mién tinh toép 0€2. Trong nghién ctru nay, diéu kién nhiét dé dwgc ap dat trén mét
phan cta bién (dieu kién Dirichlet):

T=T,trén I'; (5)

Trong khi diéu kién cach nhiét dwoc ap d&t trén phan bién con lai (diéu kién
Neumann).

—kVTn=q, trén Iy (6)

3. MANG NO-RON TiCH HOP THONG TIN VAT LY (PINNSs)

3.1. Gi®#i thiéu vé PINNs

Mang no-ron tich hop thong tin vat Iy PINNs dwoc dé xuat bdi Raissi va cong sw
[5], 1a mét phwong phap hoc séu nham giai cac bai toan vat ly duwg'c mo ta béi cac phwong
trinh vi phan riéng phan. Y t'uc’mg chinh cua PINNSs la tich hop truc tiép cac dinh luat vat
ly chi phdi vao qua trinh huan luyén cia mang no-ron thdng qua ham mat mat. Nhé dé,
mang no-ron khéng chi hoc tlr di¥ liéu ma con dwoc rang budc béi cac quy luat vat ly clia
bai toan.

Téng quat phwong trinh vi phan cé dang:

u +N[u]=0 (7)

Trong d6: Uy la vi phan theo thai gian, N [u] 1a toan t& vi phan theo bién khong gian
v&i x e Qva t e[0,T]. Phwong trinh (7) c6 nghiém chinh xac u( X ,t); diéu kién ban dau
u(X,0)=1(X); diéu kién bién u(X,t)=B(X.t).

Trong phuwong phap PINNs, nghiém cua phuwong trinh (7) dwoc xap xi b&i mot mang
no-ron sau. V&i dau vao la cac bien khdéng gian, thoi gian, mang no-ron duwgc st dung



dé xay dwng mot ham xé&p xi cho nghiém clia phuong trinh vi phan la u, ( X ,t) bao gébm
céac trong sb va cac hé sb (weights va biases).

Mot dac diém quan trong ctia PINNs 1a cac dao ham cua nghiém xap xi co thé duoc
tinh trye tieép thong qua ky thuat vi phan tw dong (automatic differentiation). Nho do, cac
toan tr vi phan xuat hién trong phu’o’ng trinh vat ly cé thé dwoc ap dung trurc tiép 1én dau
ra cia mang no-ron ma khong can str dung cac phuwong phap sai phan s6 hoac cac lwvoc
do roi rac hoa truyén thong.

Dé huan luyén mang no-ron, mét ham méat mat tong hop dwec xay dyng nham dam
bao nghiém xap xi thda mén cac rang budc vat ly cta bai toan. Ham mat mat cta mé
hinh PINNs thwd’'ng bao gom hai thanh phan chinh:

- Sai s6 clia phwong trinh chi phéi (PDE residual).

- Sai sb cua diéu kién ban dau (IC) va diéu kién bién (BC).

Ham mét mat tbng quéat cé dang:

L =4l + AL +AL, (8)

r — PDE
Trong d6: Loy Ly L 12 sai s6 clia phwong trinh chi phdi (PDE), sai s cla diéu
kién bién va sai so cla diéu kién ban dau. Céac biéu thirc cu thé dwoc cho nhw sau:
2

N,
L poe :Niz %(xi,ti)m [u](X;.t;) (9)
r i=l
1 ‘
L ge :N—Z‘ua(xi,ti)—B(Xi,ti)‘ (10)
b i=l
1N ‘
L :WZ‘UH(Xi,O)—I(Xi)‘ (11)
ii=l

con A.,,,A 1a cac trong sb dung dé can bang dong gép cla cac thanh phan trong
ham mét mat.

Trong (8), (9), (10) thi N,,N,,N.: tbng cac diém lay méau collocation, téng cac diém
trén bién va thoi diém ban dau.

Qua trinh huén luyén dwoc thye hién bang cach cwc tiéu héa ham méat mat L.

3.2. Ap dung PINNs cho bai toan dan nhiét

Trong nghién ctru nay, phwong phap PINNs dwoc sir dung dé giai bai toan dan nhiét
6n dinh trong vat liéu déng nhat hai chiéu. Trwdng nhiét d6 T (x,y)trong mién tinh toan Q

dwoc xap xi bdi mdt mang no-ron, voi két quéa dau ra clia mang no-ron 1a T, (X,y):

T(x,y)=T,(x.y) (12)

Tw phwong trinh vi phan (2) trong muc 2, ta suy ra sai s6 cha phwong trinh chi phéi
tai cac diém collocation trong mién dwgc xac dinh:

1 &
L poe :N_Z

r i=1

2

o°T, s o°T,
aXZ ayZ

Déi v&i cac diéu kién bién Dirichlet, sai s dwoc xac dinh bdi:

(13)




2

BC __Z‘T X|1y| Xl’yl)‘ (14)

Ny =
T,la gia tri nhiét d6 dwoc ap trén bién.
Téng ham mat mat ctia mé hinh PINNs dwoc xac dinh :
L =ALoe + AL (15)
Trong qua trinh huén luyén, cac diém collocation dwoc |14y mau trong mién tinh toan

va trén bién ctia mién. Cac tham sé ctia mang no-ron dwoc cap nhat thdng qua cac thuéat
toan toi wu dwa trén gradient nham giam thiéu ham mat mat.

Sau khi qua trinh huan luyén hgi tu, mang no-ron cung cép nghiém xap xi cho
trro'ng nhiét d6 trong toan mién khao sat. T do, trwd'ng dong nhiét cé thé dwoc xac dinh
theo dinh luat Fourier & phwong trinh (3).

Toan bd md hinh PINNs cho bai todn dan nhiét thé hién dwéi Hinh 1 sau:

D \:f Minimize
//
DE T,(x y) ~T(x, y)

Mang no-ron Phirong trinh chi phoi
Hinh 1. M& hinh PINNs cho bai toan dan nhiét

Dau vao

4. PHUONG PHAP SO

Két qua thu dwoc tr phwong phap PINNs & muc 3 dugc so sanh véi nghiém sb
nham danh gia d6 chinh xac va do tin cay cla phuwong phap. Trong nghién clru nay,
nghiém sb dwoc xac dinh bang phuwong phap phan tr hiru han (Finite Element Method -
FEM) véi sy hd tro ciia phan mém ma nguén mé Cast3M.

Trén mo hinh vat liéu, tredng phlet dq va trwdng dong nhiét duoc xac dinh sao ct]o
théda man cac phwong trinh chi phoi va diéu kién bién da duwgc thiét 1ap trong cac biéu
thtre (2) - (5).

Qua trinh gidi bai toan dan nhiét bang phwong phap FEM trong phan mém Cast3M
dwoc thwe hién thdng qua cac bwéc chinh sau:

- Xac dinh cac thong sb co ban clia bai todn, bao gébm bai toan dan nhiét 6n dinh
trong vat liéu dang hwéng;

- Thiét lap lwéi phan i hivu han cho mién tinh toan;

- Khai bao hé sb dan nhiét clia vat liéu va xay dwng ma tran do cierng clia hé phwong
trinh dan nhiét;

- Ap dat cac diéu kién bién, bao gdm nhiét dd tai bién trai va bién phai ctia mién
tinh toan;

- Giai hé phwong trinh thu dwoc dé xac dinh phan bé truwéng nhiét dd trong mé hinh
vat liéu;

- T trwo'ng nhiét dé thu dworc, tredng dong nhiét dugrc tinh toan theo dinh luat Fourier.



5. KET QUA VA THAO LUAN
Trong nghién ctu nay, kién trac mang PINNs dé xay dung trwong nhiét do, dong
nhiét cho vat liéu ddng nhét hai chiéu véi hé sé dan k :1O(W.m‘1.K‘1), bién trai nhiét
do 1a 0, bién phai nhiét do 1a 1, thé hién trén Bang 1.
Bang 1. Kién tric mang PINNs

S6 lop S6 no-ronmbéi  Toc dd hoc B toi wu Ham kich
an I&p hoat
5 20 103 Adam + I- Tanh
bfgs

M6 hinh vat liéu hinh vuéng véi canh 1a 1, chia mdi canh thanh 51 nat, ta cé t6ng
cac diém trén mau la 2.601 diém, bao gom cac diém collocation va cac diém trén bién.

Theo (15), ham mat mat clia mo6 hinh PINNs bao gom hai thanh phan chinh: Sai s6
cla phwong trinh chi phoi (PDE residual) va sai so clia cac dieu kién bién. Trong qua
trinh huén luyén, cac trong sb 4,, 4, dwoc khai tao bang 1.

Trong qué trinh t6i wu dwoc thye hién theo hai giai doan. Trudc hét, bd téi wu Adam
dwoc st dung trong 1.000 vong l&p nham tim nghiém xap xi ban dau cla bai toan. Sau
do, bo t6i wu L-BFGS dwoc str dung dé tinh chinh va cai thién dd hoi tu cla qua trinh
huén luyén véi sé vong lap tbi da 2.000.

Sw két hop gitka Adam va L-BFGS cho phép tan dung vu ‘diém cua ca hai phuong
phap. Adam giup mang nhanh chdng tiép can vung nghiém tiém nang trong giai doan
dau, trong khi L-BFGS dong vai tro lam mwot nghiém va tang d6 on dinh cia qua trinh
toi wu.
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Hinh 2. Trwéng nhiét doé tinh bang phwong phap PINNs



Hinh 3. Trwéng nhiét dé tinh bang FEM

Trwe quan khi nhin vao Hinh 2 - 3 cé thé thay rang sw phan bd nhiét d6 thu duoc
tr hai phwong phap c6 dang twong tw nhau. Nhiét do tdng dan tir bién trai sang bién
phai clia mién tinh toan, trong khi gan nhw khéng co6 sw bién thién theo phwong y. Diéu
nay phu hop véi dic diém cua bai toan dan nhiét &n dinh trong vat liéu déng nhat voi
diéu kién bién nhiét dd dwoc ap dat theo phuwong x.

Pé so sanh dwoc cu thé, cé dinh lwong hon, trén Hinh 4 sé thé hién nhiét do cua
cac diém trén dwdng chéo clia mau theo hai phuwong phap. Ta thdy két qua theo hai
phuwong phap trung khép véi nhau, thé hién dé tin cay cao cia PINNSs.

1.0 1 == PINNs
+ FEM
0.8
p
5 0.6 4
©
[}
&
0.4 -
K
0.2 1
0.0 1
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

X

Hinh 4. Két qua so sanh nhiét do gitta PINNs va FEM

Hinh 5 thé hién sy bién d6i ciia ham Loss trong qua trinh huan luyén két hop clia Adam
va L-BFGS. Sau qua trinh huan luyén gia tri ctia ham loss hoi tu va dat 1.758 x 106,
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Hinh 5. Sw bién déi cia ham Loss

flux_x
1.0 -9.908

-9.928

—9.948

I —9.968

r—9.988

I —10.008

-10.028

—10.048

—10.068

-10.088

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
X

Hinh 6. Trwong dong nhiét theo phwong x (4, )
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Hinh 7. Trwdng dong nhiét theo phwong y (q,)

_ Sau khi xay dwng trvong nhiét dé bang PINNs, ding céng thtre (4) chung ta cling
c6 thé tinh toan xay dwng tredng dong nhiét theo cac phwong x, y. Két qua thé hién trén
Hinh 6 - 7.

Két qua trén Hinh 6 cho thay thanh phan dong nhiét theo phwong x (g, ) ¢6 gia tri &m

trén toan mién, cho thay dong nhiét truyén tir viing c6 nhiét d6 cao & bién phai sang viing
c6 nhiét d6 thap & bién trai. Trong khi do, thanh phan dong nhiét theo phwong y (q, ) bien

thién theo vij tri trong mién va cé xu hwéng gidm dan tir bién dwéi lén bién trén. Diéu nay
cho thay vector dong nhiét c6 sw bién thién theo ca hai phwong khéng gian, tuy nhién
thanh phan theo phuong x chiém wu thé. Két qua thu dwoc phu hop véi phan bd trwdng
nhiét d6 da trinh bay & cac hinh trwdc va cho thdy phwong phap PINNs cé kha nang xac
dinh hiéu qua trwd'ng dong nhiét trong mién tinh toan.

6. KET LUAN

Trong nghién ctru nay, phuwong phap mang no-ron tich hop thong tin vat ly (PINNs)
da duoc ap dung dé giai bai toan dan nhiét 6n dinh cla vat liéu dong nhét trong khong
gian hai chiéu. Md hinh PINNs dwoc xay dwng nham xac dinh trrdo'ng nhiét dd va trwong
dong nhiét trong mién tinh toan dwa trén cac phwong trinh chi phdi ctiia qua trinh dan
nhiét. Két qua tinh toan cho thy phan bd nhiét d6 thu dwoc tir phwong phap PINNs cd
s phu hop tét voi két qua tv phwong phap phan t& hivu han (FEM). Sai khac gitra hai
phwong phap 1a rat nhd, cho thy dé chinh xac va dé tin cay cia mé hinh PINNs. Ngoai
ra, tv tredng nhiét Ao thu dwoc, trwdng dong nhiét cling dwgc xac dinh hiéu qua theo
dinh luat Fourier. Két qua nghién ciru cho thdy PINNs la mét cong cu tiém nang trong
viéc gidi cac bai toan dan nhiét va c6 thé dwoc mé rong cho cac bai toan phire tap hon
nhw vat liéu nhiéu pha, tinh chat vat liéu bién thién theo khéng gian.
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